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Akustyka wczesnego wszechswiata —
zwiezty przewodnik matematyczny

1. Wprowadzenie

Odkrywanie falowej natury skalarnych perturbacji wczesnego
wszechswiata ma swoja historie. Uwazny Czytelnik znajdzie réw-
nanie falowe w rozdziale 5.5 klasycznej dzi$ pracy Harrisona [1].
Postaé trygonometryczna rozwiazan (lub w formie funkcji Bessela)
zaleznych od wn pojawia sie w pionierskich pracach [2] i [3], a p6z-
niej w gauge-inwariantnej teorii Bardeena [4]. Dla plaskiego modelu
wszechswiata wypelnionego promieniowaniem Sachs i Wolfe podali
jawna postaé¢ réwnania zaburzen w postaci réwnania d’Alemberta
(w pracy [5] twierdzenie na ss. 76-77). Og6lny, fononowy opis per-
turbacji wraz z proba ich skwantowania w plaskim radiacyjnym
modelu sformutowal Lukash [6], a dalsze badania ze szczegblnym
uwzgledniem aspektu kwantowego perturbacji zostaly rozwiniete
przez Chibisova i Mukhanova [7]. Falowy charakter zaburzen wcze-
snego wszechswiata zostal potwierdzony w klasycznym podejsciu Li-
fszyca i Chalatnikowa [8] w pracy [9]. Przejawy falowosci zaburzen
w materii barionowo-elektronowej zostaly zauwazone przez Yama-
moto, Sugiyame i Sato [10]. Analogie pomiedzy falowym charakte-
rem zaburzen skalarnych a kosmologicznymi falami grawitacyjnymi
mozna znalez¢ w pracach Grishchuka [11] i White’a [12].

Wydaje sie, ze falowa natura zaburzen gestosci w rozszerzajacym
sie osrodku z ciSnieniem jest dzi$ calkowicie zrozumiala w ramach
ogolnej teorii wzglednosci. Kontrowersje pojawiaja sie jednak, gdy
wyniki te stosowane sg do kosmologii. Oto najwazniejsze z nich:
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(i) Rozwiazania falowe w ekspandujacym wszech$wiecie maja te
wlasnosé, ze w otoczeniu osobliwosci poczatkowej (w granicy
n — 07) mozna je przedstawi¢ jako sume dwu fal stojacych
o odpowiednio rosnacej i malejacej amplitudzie. Podobny po-
dzial na mody rosnacy i malejacy mozna uzyska¢ dla pew-
nej klasy nieunormowanych rozwigzan w rezimie dtugich fal
(w — 0). Wlasnosé ta jest artefaktem zaniedbanej normaliza-
¢ji, jednak dos¢ powszechnie wyciagany jest stad wniosek o fi-
zycznie odmiennym, niefalowym charakterze propagacji zabu-
rzen przekraczajacych horyzont dzwicku. Chociaz poglad ten
tatwo jest obalié, opierajac sie na $cistych rozwiazaniach [3]-
[6], [9] wciaz stanowi on podstawe interpretacji ksztaltu widma
fluktuacji mikrofalowego promieniowania tta, a w szczegdlnosci
wyznaczania parametru deceleracji.

(i) Réwnania propagacji zaburzen wyrazone w réznych ukladach
odniesienia (z réznym cechowaniem) nie sa tozsame. Sprowa-
dzenie rozwigzan réznych formalizméw gauge-inwariantnych do
wspdélnej postaci jest konieczne dla ostatecznego ustalenia fi-
zycznych wlasnosci zaburzen gestosci.

(iii) Na trudnosci napotyka analiza pola akustycznego w przestrzeni
o ujemnej krzywiznie.

Przyczyna wiekszosci tych nieporozumien jest brak spéjnego, ma-
tematycznego opisu zjawisk akustycznych w kosmologii, jak réwniez
brak pelnej Swiadomosci stopnia ztozonosci tych zjawisk. Przedsta-
wiony ponizej ,,przewodnik matematyczny” zawiera jedynie skromna
czedé tych zagadnien i oparty jest w duzej mierze na pracach [9],
[13], [14]. Dla autoréw niniejszego opracowania silne inspiracje sta-
nowity wyktady z geometrii akustycznej wygloszone przez M. Vissera
na konferencji ERE-2001 (Universidad Complutense, Madrid 2001)
i przez W. Unruha w trakcie COSLAB School (Jagellonian Univer-
sity, Krakéw 2002).

2. Perturbacje w synchronicznym ukfadzie odniesienia

Dla adiabatycznych perturbacji gestosci mozna skonstruowac
zmienne perturbacyjne (pole 1) w synchronicznym uktadzie odniesie-
nia oraz jego analogony w gauge-inwariantnych podejsciach), ktére
propaguja sie identycznie jak bezmasowe pole skalarne w pewnej cza-
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soprzestrzeni Robertsona-Walkera. Konstrukcja tych pdl i geometrii
tla jest jednoznaczna i sprowadza réwnania propagacyjne zaburzen
do réwnania d’Alemberta w zakrzywionej czasoprzestrzeni [15]. Tym
samym teoria pola w zakrzywionej czasoprzestrzeni stanowi natu-
ralny jezyk opisu zaburzen kosmologicznych i wlasciwe narzedzie dla
badania ich wplywu na mikrofalowe promieniowanie tla.

Rozwazmy modele wszech$wiata Friedmanna-Lemaitre’a-
Robertsona-Walkera z metryka postaci

sin®(VKy)  sin®(VKy)

G = a2(7]) diag [ -1, 1, e , e sin? 9 (1)
i tensorem energii-pedu cieczy idealnej
T = [e(n) + p(e(n)] u"u” + p(e(n)) g™ (2)

Indeks krzywizny K potraktujemy jako parametr ciagly i zachowamy
go jawnie zarowno w rownaniach, jak i rozwigzaniach tak diugo jak
bedzie to mozliwe. Tradycyjne formulty w metryce (1) moga by¢ wéw-
czas odzyskane przez podstawienie za K = 41 lub przez przejscie
graniczne z K — 0. Zakladamy dalej barotropowe rownanie stanu
p = p(€) i ograniczymy sie jedynie do badania adiabatycznych per-
turbacji gestosci (patrz [4] rozdzial V.A). W szczegdlnosci, wyklu-
czamy wszelkie procesy dyssypacyjne. Woéwczas w synchronicznym
uktadzie odniesienia poprawki do metryki okreslone sa przez dwie
funkcje skalarne A(n) i u(n). Obie te funkcje sa rozwiazaniami linio-
wego, rézniczkowego ukladu réwnan drugiego rzedu [§]

a 2
W)+ 25N ) - E =0, @)
" P(n)]dm ,
w'(n) + |:2 + 36/(77):| a(n) w(n)+ ”
2 /
A s ) + ] =0,

Wspdlezynniki tego uktadu sa zdeterminowane przez dynamike roz-
wazanego modelu. Natomiast kontrast gestosci §(n, x) jest okreslony
przez catke Fouriera

d(n,x) = /(5k Yirm (X, ¥, ) &3k + c.c. (5)
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ze wspOlczynnikami postaci [8]

1 ) a(n) ,

= S (k* —4K) [A(n)+u(n)]+3a(n)u(n) - (6)
Wspdlezynniki Fouriera kontrastu gestosci sg zbudowane z wielko-
Sci zaleznych od dynamiki modelu kosmologicznego oraz z funkcji
skalarnych A(n) i p(n). Wielkoéé k jest liczba falowa k = |k|, za$
Yiim (X, ¥, ) sa skalarnymi hiperharmonikami.

Wykorzystujac transformacje Darboux kontrastu gestosci, wpro-
wadzamy nowa zmienna perturbacyjna ¢ (n, x) okreslona nastepuja-
cym wzorem

O

0 d(n,x)
.x) = a(n)H?*(n)=— . 7
Y(n,x) = a(n)H"(n) o1 ) [1 N féz))] (7)

Wéwezas réwnanie propagacji dla nowej zmiennej ¢ (n, x) przyjmuje
nastepujaca postaé

P o« a'tn) &\ 9
8n2¢(77’ ) <2a(n) cs(n)> 0n¢(n’ * (8)

—Cs2(77) A%Z’(U, X) =0,

gdzie operator Laplace’a /A dziala na przestrzeniach stalego czasu a

0= a(”):“(m\/csgn) SO

Wielko$¢ ¢s(n) jest nazywana predkoscia dzwieku, natomiast H(n) =
a’'(n)/a?(n) jest parametrem Hubble’a wyrazonym w czasie konfo-
remnym. Chociaz mody cechowania mogg wnosi¢ swéj wktad do kon-
trastu gestosci 0(n, x), to wprowadzona nowa zmienna 1 jest gauge-
inwariantna'. Réwnanie (8) ma taka sama forme jak réwnanie (1.10)
w pracy Lukasha [6] i moze by¢ niezaleznie wyprowadzone w ramach
formalizmu Lagrange’a.

Wprowadzamy réwniez nowa zmienna niezalezna ¢ jako miare
czasu okre$long przez nastepujaca catke

(= /cs(n) dn. (10)

!Konstrukcja gauge-inwariantnych zmiennych za pomocs, transformacji Dar-
boux w modelach kosmologicznych zdominowanych przez promieniowanie jest
szczegdltowo przedyskutowana w pracy [9] i niezaleznie stosowana w pracy [16].
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Zmiana czasu konforemnego na nowy czas ¢ sprowadza réwnanie (8)
do réwnania

0? a'(¢) o B
a—cgqv/}(gax) +2 a(C) 8_C (C?X) - Aw(<7x) - 07 (11)
ktére jest jawng formg réwnania d’Alemberta
D w(C7x) = v‘uvllw(<7x) = 0 (12)

dla pola skalarnego 1 propagujacego sie w czasoprzestrzeni
Robertsona-Walkera

sin®(VKx)  sin®(VKy)

.2
e , e sin“d| (13)

guv = aQ(C) dla'g [_17 17

z nowym czynnikiem skali

e L +p(Q)
al() = <<>\/CS(O AR (14)

Zauwazmy, ze réwnanie (12) z tensorem metrycznym (13) tworzy
strukture zwana geometria akustyczna [17]. Adiabatyczne pertur-
bacje w rozszerzajacym sie wszechéwiecie propaguja sie jak bezma-
sowe pole skalarne. Zmienna ¢ moze by¢ okreslana mianem akustycz-
nego czasu konforemnego ze wzgledu na to, ze w geometrii akustycz-
nej pelni role analogiczna do n. Sprowadzenie réwnania zaburzen
w kosmologii z barotropowym réwnaniem stanu stanowi uogdlnie-
nie twierdzenia Sachsa-Wolfe’a ([5], ss. 76-77). Réwnania (11) i (12)
maja identyczng forme co réwnania opisujace propagacje fal grawi-
tacyjnych w bezci$nieniowym ekspandujacym srodowisku [11].

3. Gauge-niezmiennicze podejscia do zaburzen —
podstawowe réwnania

Rozdzial ten zawiera zestawienie formul uzytecznych dla kosmo-
logéw parajgcych sie teorig zaburzen i moze byé pominiety przez Czy-
telnika zainteresowanego jedynie ogolnym rozumieniem tych zagad-
nien.

Roéwnanie d’Alemberta mozna otrzymaé dla perturbacji gestosci
we wszystkich gauge-inwariantnych formalizmach. Ponizej przedsta-
wiono liste odpowiednich transformacji. Tam, gdzie to byto mozliwe,
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zachowana zostala oryginalna notacja autoréw. Wprowadzono jedy-
nie jednolite oznaczenia dla czynnika skali a(t), gestosci energii e,
predkoséci dzwieku cg i skalara ekspansji # = 3H. Duza litera K
zawsze oznacza indeks krzywizny przestrzennej modelu, a mala li-
tera k — hczb@ falowa. Trzeba zauwazy¢, ze chociaz wielkosci Ae,
A <I>H, €m, (56 (;5 spelniaja to samo réwnanie propagacji, nie sg one
identyczne. Ich geometryczny sens wynika z definicji oryginalnych
wielkosci Ae, A, ®y, €, €, ¢.

Autor: Olson [18]
Réwnania propagacji® (praca [19] uktad (21a-21b)):

({%Ae(n,x):
; (15)
= a(a) |~ GO0 A )~ et + )] 2009,
3 x)=a _ 032(?7) e(n. x
3200120 = ato) |~ L 0+ ) el )+ »
- A - 00800 %)].
Zmienne:

Ae — laplasjan gestosci,
Af — laplasjan ekspansji.
Roéwnanie falowe [ Ae(n, x) = 0 jest spelnione przez zmienna:

H?(n) 9, [a5

Bl %) = Tty Tetn) + ()] o

(n)
Hn )Ae(n, )} (17)

Autorzy: Bruni, Dunsby and Ellis ([20] i podana w tej pracy biblio-
grafia)
Rownanie propagacji (réwnanie (73) w pracy [20]):
2
o2
1 3 K
- [(§ + 4w — §w2 - 3052> ket 12(cs? — w)— | A(t,x)+ (18)
a

—c? A(A(t,x)) = 0.

A(t,x) + (2 + 3¢s” — 6w)H%A(t, x)+

2Przedstawiamy uogdlnienie formalizmu Olsona dla modeli o dowolnej krzy-
wiznie K wg [19].
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Zmienne:
w = p/e — stosunek ciénienia do energii,
Ae(nx)

zmienna perturbacyjna: A(n,x) = a%n)w.

Réwnanie falowe [ 3(77, x) = 0 spelnione jest przez zmienna:

X a H?(n) 9 [a*(n)e(n)
B0%) = S5 + o) an | Hm) ©

(%) - (19)

Autor: Bardeen [4]

Réwnanie propagacji (nie jest zapisane w sposéb jawny w cytowanej
pracy, daje si¢ jednakze wyprowadzi¢ z innych przedstawionych tam
réwnan):

82 o 1 9 9 0 P
o n(n,x) + [1+ e2(n)] aln) (77)6,—77 (1, x)+

— 2K [1+3¢”()] + a*(n)e(n) (% - CSQ(’?)> (20

+cs2(n)A oy (n,x) =0.

Zmienne:
Py — gauge-inwariantny potencjal.
Roéwnanie falowe O ®p(n, x) = 0 spelnione jest przez:

H?*(n) 9 [a(n) (I)

q/)?{(nax) -3 H(Tl)

a?(n) [e(n) + p(n)] In

O] B

Autor: Bardeen [4]
Réwnanie propagacji (réwnanie (4.9) w pracy [4])

82

o [e(n)a®(n)em(n, x)] +
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Zmienne:

em — kontrast gestoéci mierzony na powierzchniach ortogonalnych
do przeplywu materii.

Roéwnanie falowe [ €y, (n,x) = 0 jest spelnione przez:

(n.x) = H?(n) 9 [a*(m)e(n)
e a?(n) [e(n) +p(n)] on | H(n)

em(n,X)| . (23)

Autorzy: Lyth and Stewart [21]
Réwnania propagacji (uklad (35-36) w pracy [21])

9 selt,x) = ~0(03e(t,%) — [e(1) + p(O] 801, %),  (24)
O sy = [1y e e — ] ]
g 9(0:%) = [2* EOESTO] ]5“’ A
_gg(t)(sg(t X) — MAée(t X)
3 ’ e(t) +p(t) "
Zmienne:

de, 00 — zaburzenie gestosci i ekspansji na hiperpowierzchniach or-
togonalnych do przeplywu materii.
Roéwnanie falowe [Jde(n, x) = 0 spelnione jest przez:

<o HAp) 9 [dpelm),
P01 = ) ey + o)) B0 | HOn)

(n,x)] - (26)

Autorzy: Brandenberger, Kahn and Press [22] (wg [23], po uogdlnie-
niu dla dowolnego K)

Réwnanie propagacji ([23] — réwnanie (5.3) dla 65 = 0, w cechowa-
niu podiuznym.):

¢" (1, %) + 3(L+ &> (M)H ()¢ (0, %) — & (1) A (n, %)+

) (27)
+[2H'(n) + (1 + 3¢ () (H* () — K)] ¢(n,x) = 0.

Zmienne:
¢(n,x) — gauge-inwariantny potencjat a H(n) = a'(n)/a(n).
Roéwnanie falowe O ¢(n,x) = 0 spelnione jest przez:

] Hn)]? 0 [a*(n)
LX) = o) [GQ(U)] o [H(n)

o). e
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Zapisanie rownan perturbacyjnych w zwartej postaci réwnania
d’Alemberta dowodzi falowej natury zaburzen gestosci we wszech-
Swiecie z dowolnym barotropowym réwnaniem stanu p = p(e), ale
nie przesadza o witasnosciach dyspersyjnych tych fal. Zaréwno rela-
cje dyspersyjne, jak i rozwiazania (tam, gdzie to mozliwe) musza by¢
wyznaczone dla kazdego z réwnan stanu odrebnie.

4. Fale akustyczne we wczesnym wszechs$wiecie

Tensor energii-pedu wszechéwiata wypelnionego ultrarelatywi-
styczng materig jest bezsladowy. Dynamike takiego wszech$wiata
okresla réwnanie dla czynnika skali a(n)

T, = s (1) + K a(m) = 0. (29)

Rozwiazanie ma postaé

sin \F
iy ) -

VK

gdzie wspélczynnik normalizacyjny /M /3 zawiera stala ruchu M =
p(n)a*(n). Analize perturbacyjna dla tego przypadku prowadzimy
w gauge’u ortogonalnym. Réwnanie perturbacyjne (22) lub ade-
kwatne réwnanie drugiego rzedu otrzymane z ukladu (24) i (25)
przyjmuje postaé

82

5300n%) — 3527/\37)5(7;,@ _ %Aé(n,x) _o. (31)

A jest operatorem Laplace’a-Beltramiego dziatajacym na hiper-
powierzchniach ortogonalnych do przepltywu. d(n,x) oznacza kon-
trast gestosci €, w formalizmie Bardeena [4] lub de/e w formali-
zmie Lytha-Mukherjee [24]. Chociaz transformacja (7) przeprowadza
réwnanie (31) w réwnanie d’Alemberta w przestrzeni Robertsona-
Walkera (13), jednakze szczegdlna symetria modelu radiacyjnego po-
zwala uzy¢ innej transformacji

(a(n)d(n,%)), (32)

ktora przeprowadza réwnanie perturbacyjne (31) do réwnania falo-
wego w zakrzywionej przestrzeni statycznej

P Sn%) — L A8 x) = 0 (33)
8772 n’ 3 /'77 - .



AKUSTYKA WCZESNEGO WSZECHSWIATA 61

Zmienna gzachowuje sie wowczas jak bezmasowe pole skalarne w sta-
tycznej czasoprzestrzeni o stalej krzywiznie. Analize tego réwnania
w kontekscie kwantowej teorii pola dla przypadku dodatniej krzywi-
zny przestrzennej (statyczny wszech$wiat Einsteina) mozna znalezé
w monografii [15]. W kosmologii przestrzenie z zerowa lub ujemna
krzywizng graja szczegdlng role. Oba przypadki beda przedyskuto-
wane oddzielnie ponizej.

4.1. Fale dzwiekowe w ptaskim modelu wszechswiata

Kiedy krzywizna przestrzeni znika, réwnanie (31) przyjmuje
szczegblnie prosty postaé

82

2 1
8—,’725(777}{) - ﬁéo%x) - §A5(U7X) = O? (34‘)

identyczng jak rownanie propagacji dla fal grawitacyjnych we
wszech$wiecie wypelnionym pytem [11]

0? 2
6—772V(77, X) — W/(n, x) — Av(n,x) = 0. (35)

Zasadnicza réznica polega na tym, ze fale grawitacyjne sg okreslone
przez pole tensorowe h,,, i propaguja sie z predkoscig $wiatta (¢ = 1),
podczas gdy rozwiazania réwnania (34) reprezentuja fale skalarne
poruszajace sie z predkoécia v = 1/4/3.

Réwnanie (33) zapisane we wspoéhzednych kartezjanskich {x}
spelnione jest przez dowolng funkcje 5= 5(n x—vn) [25]zv=1/V3
i nn = 1. Jednak dla zapewnienia przyblizenia liniowego funkcja
) (n x — vn) powinna by¢ ograniczona. Rozwiazanie § réwnania (33)
jest podstawa do wyznaczenia obserwabli . Ogoélne ograniczone roz-
wiazanie réwnania (34) wyraza sie calka

1

/N
6(n,x) = p /0 n' 0(nx —on')dy (36)

dowolnej, ograniczonej funkcji g(n-x —vn) i opisuje fale o zmiennym
w czasie ksztalcie, biegnaca ze stalg predkoscia v = 1/4/3.

Rozwiazania te mozna réwniez zapisa¢ przy pomocy calki Fou-
riera. Dowolnej rzeczywistej funkcji d(n-x — vn)

5(n,%) = /(Akukm,x)ﬂltu;(n,x))di”k (37)
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rozwinietej w mody

odpowiada rozwiniecie
3.%) = [(cun ) + Agui(n) &k (39

w mody uk(n,x)

. 1 1 ‘
— tkx .~ - i(k-x—wn)
() = ) = (1 e

Czestoéé w speia relacje dyspersyjna w? = k?/3, wspoélezynniki
Fouriera Ay = —%Ak wyrazaja sie dowolng zespolong funkcja liczby
falowej k, a ux wyznacza wzér (36) przy podstawieniu 5 = we. Mody
ukg podobnie jak ux tworza ortonormalna baze wzgledem iloczynu
Kleina-Gordona [15]. uk i uk sa falami biegnacymi, ale jedynie uy
zachowuje stala amplitude. Tak wiec typowe zaburzenie 6(n, x) zbu-
dowane jest z biegnacych, thumionych fal ptaskich, co w petni zgadza
sie z rezultatem Sachsa i Wolfe’a ([5] ss. 76-77). Fale te poruszaja si¢
ze stala predkoscia v = 1/+/3 niezaleznie od ich czestoéci. Zaburzenia
drobno— i wielkoskalowe nie stanowig odrebnych klas rozwigzan.

Jedli zrédtem zaburzen sg procesy losowe lub kwantowe w pew-
nej epoce 1; > 0, a ich ewolucja wprzdéd w czasie (n > ;) opisana
jest przez (34), wéwczas rozbiezno$é rozwigzan réwnania (34) w gra-
nicy n — 07 (wstecz w czasie) jest fizycznie bez znaczenia. Pozostaje
ona tez bez zwiazku z zachowaniem przyblizenia liniowego.

4.2. Fale dzwiekowe w przestrzeni zakrzywionej

Dokonujac rozktadu fourierowskiego zaburzen w otwartym mo-
delu friedmannowskim, nalezy pamietac o specyficznych efektach wy-
wotanych krzywizna. Funkcje catkowalne z kwadratem w przestrzeni
o ujemnej krzywiznie (w przestrzeni Lobaczewskiego) rozwijaja sie
w serie gléwng rozwiazan réwnania Helmholtza. To samo dotyczy za-
burzen, ktérych autokorelacja znika powyzej pewnej skali [26]. Jed-
nak dla przedstawienia jednorodnego procesu stochastycznego w po-
staci calki Fouriera konieczne sa obie serie, gtéwna i dodatkowa [27].
W kosmologii pojawiaja sie wiec rozwiazania réwnania Helmholtza
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odpowiadajace urojonym liczbom falowym z przedzialu k € [—i,1].
Czasami okreslane sa one mianem modéw nadkrzywiznowych (super-
curvature) [28], [29] 1 [30].

Uzyjemy uktadu wspélrzednych sferycznych. Identycznie jak pole
skalarne w teorii pola [31] zaburzenia skalarne w kosmologii mozna
przedstawi¢ rozwinieciem

d(n, x, 0, ¢) =
¥ * 41
— }:/<4klm Wt (10, X0, ©) + AR Wt (15X, 0, @) a3k, (4
lym

gdzie mody ugim(n, X,Y,90) = po,x (M) Yim(x,?, ) wyrazaja sie
przez harmoniki hipersferyczne Yy, (x, 9, ¢) i zalezna od czasu am-

plituda fu, k(1) speiniajaca réwnanie

a (n) + <k2 -K 2K
dn? Hoo, KT 3 sin?(vVKn)

(wynik separacji réwnania (31) na czes¢ czasowa i przestrzenna).
Znajdujemy unormowane rozwiazania (42) jako

1 w cot (VK iw
/M,K(U)Zﬁ\/m <1+ﬁ¥>e K (43)

i ich sprzezenia zespolone. Rozwiazania pi, k(1) zmierzaja do ju,(n)
w réwnaniu (40) w granicy K — 0. Czesto$¢ w i liczba falowa sa
zwiazane relacja dyspersyjna

) o) =0 (42)

(44)

ktéra mozna otrzymaé przez podstawienie (43) do (42). Ograni-
czymy sie dalej do przypadku ujemnej krzywizny K = —1. Funkcje
Yim (X, U, ) sa rozwiazaniami réwnania Helmholtza [15]

Mozna w nich wydzieli¢ czesé radialna Il () i harmoniki sferyczne

Yim (¥, ¢)
Yiim (X, 0, 0) = i (X) Yim (9, @). (46)
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Rozwiazania réwnania radialnego

2

0 0

a3 Iy (x) + 2 coth x =—1Ig (x) +

ox ox (47)
(l+1

+<k‘2+1— ( +2 )>Hkl(X):0
sinh”

dane sg przez

I
Uy = \/gkz [H(n2 + k?)

n=0

~1/2

X

(48)
-1 d

I+1
k? sinh )" —— kx)-
X (k* sinh x) (ksinhxd(kx)) cos(kx)

Dla rzeczywistych liczb falowych (k? > 0) funkcje ITy; (i w rezultacie
réwniez Yiun(x, ¥, ¢)) sa funkcjami oscylacyjnymi zmiennej radial-
nej. Yim(x, 9, ¢) tworza uklad ortogonalny wzgledem iloczynu ska-
larnego (fi|f2) = [fi fg‘\/ﬁd% 1 stanowig baze zupelng przestrzeni
funkcji catkowalnych z kwadratem [32], [33].

Dla urojonych liczb falowych z przedzialu —1 < k? < 0 funkcje
I1j; sa monotonicznie malejace. Wowczas Yy (X, ¥, ) stanowia serie
dodatkowa. Funkcje te sa regularne, dodatnie i ograniczone w calej
przestrzeni, nie sa wigc ortogonalne. Mimo ze seria dodatkowa jest
zbedna przy rozkladzie funkcji catkowalnych z kwadratem, bierze ona
udzial w stochastycznych catkach fourierowskich dla proceséow stabo
jednorodnych, tzn. proceséw o wartosci oczekiwanej i wariancji nie-
zaleznych od potozenia. Procesy stabo jednorodne to najogélniejsza
forma losowych zaburzen kosmologicznych zgodna z wymogiem jed-
norodnosci i izotropii wszechswiata [27], [28].

W ten sposéb w otwartych modelach otrzymujemy dwa typy
harmonik hipersferycznych Yy, (x, ¥, ¢) i odpowiadajace im odpo-
wiednio dwa rodzaje modoéw ukm (1, X, ¢, ¢). Mody ugim (0, X, 9, ¢) z
rzeczywistym k sa ortogonalne w sensie iloczynu skalarnego Kleina-
Gordona [31]. Mody ukim(n, X, 9, ) z —1 < k? < 0 reprezentuja za-
burzenia o ,nieskonczonej dtugosci”. Obydwa rodzaje modéw daja
wktad do spektrum losowo (lub kwantowo) powstajacych niejedno-
rodnosci [29], [30].

Perturbacje gestosci propaguja sie w otwartym wszechéwiecie
w odmienny spos6b niz pole skalarne lub fale grawitacyjne. Fale aku-
styczne o réznych skalach dtugosci propaguja sie z réznymi predko-
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Sciami. Z relacji dyspersyjnej (44) mozemy otrzymaé¢ odpowiednio

predkos¢ fazowsa
oe(k) = w(k) _ V14 k2 (49)
k V/3k

i grupowa dzwigku
0 k

vg(k) = %W(k) NN (50)

Predko$é¢ grupowa wrzrasta z liczba falows i przyjmuje wartosé ze-
rowa w granicy k — 0. Warunek k£ = 0 okresla krytyczna czestosé
w(0) = 1/4/3, ponizej ktérej propagacia jest zabroniona. Dlatego bie-
gnace fale akustyczne skonstruowane sa modow serii gléwnej. Seria
dodatkowa tworzy ,globalne” zaburzenia stacjonarne o skali prze-
kraczajacej charakterystyczny promien krzywizny przestrzennej.

5. Przestrzennie ptaski model z dodatnig statg
kosmologiczng

W ptlaskim modelu wszech§wiata zdominowanym przez promie-
niowanie z dodatnia stata kosmologiczna, réwnanie Friedmanna jest
spelnione przez czynnik skali dany wzorem

a(t) = (M/A)Y*4\/sinh(2\/A/3t) = (M/A)Y* Vsinhr,  (51)

gdzie M = ea? jest stala ruchu, e jest gestoscig energii, a zwigzek
bezwymiarowego parametru czasu 7 z czasem metryki ¢ wyraza sie
zwiazkiem 7 = 2,/A/3t. Aby zapis dalszych wzoréw stal sie bardziej
przejrzysty wprowadzamy stala 3 zwiazana ze stala ruchu i stala
kosmologiczng zaleznoscia 8 = v/3/[16 M A]Y/%. Czas konforemny 7
wyraza sie przez bezwymiarowy czas T zwigzkiem

1 —sinh7 1
n= 5F<arccos [71 n sinhT] , ﬁ) (52)

i jest skoficzony, 1 € [0, 2K (27Y/2)4] = [0, %Wfl/Q[F(%)]QB]. Funkcja
F (¢, m) jest calka eliptyczna niezupelna pierwszego rodzaju, a funk-
cja K(m) jest calka eliptyczna zupelna pierwszego rodzaju [34].
Wowezas czynnik skali mozemy wyrazié¢ za pomoca funkcji eliptycz-
nych Jacobiego sn(u, m) i cn(u, m) w nowej zmiennej u = /3

sn(Z, L
a(n) = 28/ M3 % (53)
1+ CD(B, 75)
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W czasie konforemnym czynnik skali a(n) monotonicznie ro$nie od
0 do nieskonczonosci. W otoczeniu poczatkowej osobliwosci o za-
chowaniu czynnika skali decyduje jedynie promieniowanie, a wplyw
stalej kosmologicznej jest zaniedbywalny. W koncowym okresie ewo-
lucji w poblizun = %W*1/2 [F(i)]Qﬁ, odpowiadajacego fazie de Sittera
stala kosmologiczna gra dominujaca role, natomiast udziatl promie-
niowania jest pomijalny.

5.1. Réwnanie perturbacyjne

Biorac wariacje réwnania Raychaudhuriego i réwnania cigglosci,
mozemy otrzymaé réwnanie propagacji dla kontrastu gestosci de/e.
Zmienna 6(7,x) = Je/e, jak poprzednio, jest miara zaburzenia na
powierzchniach ortogonalnych do przeplywu, a réwnanie propaga-
cji [24] ma postaé

d(r,x) + %coth(T)S(T, X) — %COth2<T)(5(T, x)+

(54)
—v232 esch(1)Ad(r,x) = 0.

Znacznie wygodniejsze w dalszych rozwazaniach bedzie zapisanie po-
wyzszego réwnania w czasie konforemnym

5(0.%) + — (1 - 231> 5(n,x) — v2 Ad(n,x) = 0. (55)
g sn (B’E)

Dogodnie bedzie réwniez przedstawiaé rozwiazania w postaci calki
Fouriera

5(n,x) = /.Ak uk(n,x) d®k + c.c. (56)

W réwnaniu (55) prim oznacza pochodna po czasie konforemnym,
a wspOlczynniki Fouriera Ay wystepujace w calce (56) sa dowol-
nymi zespolonymi funkcjami liczby falowej k. Mody uk(n,x) spel-
niaja jednoczesnie rownanie Helmholtza i cze$¢ czasowa réwnania
(55). Rozwiazania dziela sie na dwie podstawowe klasy rozdzielone
krytyczng wartoscia liczby falowej ki, = 1/(1/2/33) = (4MA)V/4,
Ponizej — ze wzgledu na przejrzystosé zapisu rozwigzan — wprowa-
dzamy bezwymiarowsg miare wektora falowego okreslona zalezno$cia
k| = k = V2vBk = \/2/3 Bk. W notacji tej obie klasy rozwiazan sa
okreslone odpowiednio nieréwnosciami k > 11i k < 1.
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5.2. Perturbacje podkrytyczne: rozwigzania dla x > 1

Dla krétkich skal (k > 1) rozwiazania propaguja sie¢ jak fale
o zmiennej amplitudzie i zmiennej czestosci. Pojedyncze mody

uk(n, x) przyjmuja postac
Uli(na X) =

w0
B
™o
3
=
=
~
Py
N
N—
e
S
N—
«
)
+
—
X
[\
|
[—
S~—
w0
B
[\V)
Py
Q“:I:
S
N—

gdzie faza O(n,x) jest dana przez

Cmx m/RI—T
O0r®) = Johy ~ Valw = 1) - 9

- n(em ()b n)]

Funkcja I1(¢, o, m) jest calky eliptyczna niezupelng trzeciego ro-
dzaju, a funkcja am(u, m) jest amplituda calki eliptycznej [34]. Roz-
wiazanie to jest osobliwe na obu konicach czasu konforemnego. W po-
blizu osobliwosci poczatkowej promieniowanie gra dominujaca role
i rozwiazania ug(n,x) zachowuja si¢ jak dla wszechswiata bez sta-
lej kosmologicznej (rozdzial 4.1). W péiznych etapach ewolucji dla

n — %[F(i)? wszech$wiat realizuje eksponencjalny wzrost gdyz

dominujaca role gra stala kosmologiczna, a osobliwosci w rozwia-
zaniach ux(n,x) dla n — %[F(i)]z sa znane jako niestabilnosé
wszechswiata de Sittera [35].

Definiujemy lokalng czesto$é® w(n, k) jako pochodna czasowa

fazy O(n,x)
(o) = 2O:%) Vit —1s0?(4, )
w(n, k) = = .
o V2B (R - Dsnd(3, 1)
Tak okreslona czestos¢ jest wielkoscia zalezna nie tylko od liczby
falowej, ale takze od czasu konforemnego. Formula (59) gra role re-

lacji dyspersyjnej i jest nieliniowa wzgledem liczby falowej k. War-
todci ki = 1 odpowiada krytyczna wartosé liczby falowej (ki =

(59)

3Szczegdlowe definicje zobacz [25].
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V2/38 = [4AMA] 1/4), ktéra z kolei determinuje krytyczng diugosé
fali A = [M\//;]1/4
rzen w postaci fal jest niedozwolona. Z relacji dyspersyjnej widac, ze
dla k — 17, czestoéé zmierza do zera i dlatego perturbacje wigksze
niz wartosé¢ krytyczna nie maja charakteru falowego. W przeciwien-
stwie do dyspersji na krzywiznie, dyspersja na stalej kosmologicz-
nej posiada anomalny charakter: krytyczne zachowanie dotyczy skali
(liczby falowej k), a nie czestosci w. Charakter anomalny widaé¢ row-
niez w postaci predkosci fazowej i grupowej

Powyzej wartosci krytycznej A, propagacja zabu-

_w(n, k) msn%%,%)
ve(n, &, B) = k N \/5[2 + (k2 —1) sn2(%7 %)]a (60)
vg(n, 5, ) = W _

[6r% — 2+ (k%2 — 1)(k* — 2k% — 1) sn?(Z,
VBRI TR+ (2~ Do}, )P

Predkosé fazowa maleje wraz ze wzrostem diugosci fali [36], a w kon-
sekwencji predkosé¢ grupowa vg (1, K, 3) jest wieksza niz predkosé fa-
zowa ve(n, Kk, 3). W granicy k — 17 predkos$é fazowa zmierza do
zera, podczas gdy predko$é grupowa formalnie rosnie nieogranicze-
nie. Oznacza to, ze koncepcja pakietu falowego traci sens [37].

5.3. Nadkrytyczne perturbacje: rozwigzania dla k <1

Wielkoskalowe rozwiazania (k < 1) nie propaguja sie jako fale bie-
gnace. Przestrzen rozwiazan tworzy kombinacja liniowa dwéch mo-
(1) (2) @2

dow ui ' exp(ik-x) ius’ exp(ik-x), gdzie czedci czasowe uy’ 1 uy
przyjmuja postac

u (n) =
sn(2v/7 8] T () J5) /2 = (1= #2) sn(

n
. B
n
B

V2 (= m)ysu2(2ya B (DI, ) sn(3,

AVI—st oy
xexp{ﬂ(l_KQ)[ ﬁJrH
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n

o) =) [ (63
S D)2
i sa funkcjami rzeczywistymi. W poblizu osobliwosci poczatkowej roz-
wiazanie u,(il) jest osobliwe i zachowuje sie jak mod malejacy, podczas
gdy rozwiazanie u,(f) jest regularne i gra role modu rosnacego. Zacho-
wanie wielkoskalowych perturbacji pod tym wzgledem przypomina
zachowanie zaburzen gesto$ci w bezci$nieniowej materii. Dalej ewo-
luuja one odmiennie. W tej epoce, w ktorej rozwiazania z « > 1
oscyluja, mody z x < 1 zachowuja w przyblizeniu stala amplitude.
W konicu, w epoce de Sittera obydwa mody u,g) i u,(f) eksponencjalnie
narastaja.

Rozwigzania dla dwéch granicznych przypadkéw: « = 01 k =
1 wyrazaja sie prostszymi formutami i nie zamieszczamy ich tutaj;
mozna je znalezé w pracy [13].

Dynamika wielkoskalowych perturbacji nie $wiadczy o ich wyjat-
kowej roli w procesie formowania struktur. Amplitudy, ich sa w catym
przedziale czasowym poréwnywalne z amplitudami modéw oscyluja-
cych. Poniewaz perturbacje te nie propaguja si¢ w przestrzeni, zabu-
rzenia gestodci i ekspansji sg skorelowane w fazie; zgodnie dla modu
malejacego, natomiast przeciwnie dla modu rosnacego.

6. Podsumowanie

Analiza gauge-inwariantna potwierdza, ze zaburzenia gestosci
we wszechswiecie zdominowanym przez promieniowanie tworza pole
akustyczne. We wszechswiecie ptaskim zaburzenia gesto$ci wszyst-
kich skal poruszaja sie z ta sama predkosciag v = 1/v/3. Perturbacje
drobnoskalowe i wielkoskalowe nie tworza réznych klas rozwiazan.
Predko$é propagacji nie zalezy od liczby falowej i w szczegblnosci
jest ta sama dla zaburzen mniejszych i wiekszych od horyzontu cza-
stek.

W otwartym wszechswiecie ewolucja zaburzen zachodzi w spo-
sob znacznie bardziej zlozony. Ujemna krzywizna przestrzenna jest
przyczyna dyspersji fal akustycznych. Geometria wszech$wiata de-
terminuje minimalna czesto$é dla propagujacych sie fal akustycz-
nych, podobnie jak geometria falowodu okre$la minimalna czesto$é
dla fal propagujacych sie w jego wnetrzu. Czestos¢ krytyczna za-
lezy wylacznie od krzywizny (a nie od tzw. skali Jeansa). Ponizej tej
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czestodci rozwigzania maja forme nadkrzywiznowych zaburzen sta-
cjonarnych. We wszechéwiecie zdominowanym przez promieniowanie
podzial na fale biegnace i stojace pokrywa sie z podzialem na zabu-
rzenia podkrzywiznowe i nadkrzywiznowe.

Stata kosmologiczna, podobnie jak krzywizna, réwniez jest przy-
czyng dyspersji pola akustycznego we wczesnym wszechswiecie.
W obydwu przypadkach zjawisko dyspersji jest indukowane przez
geometrie czasoprzestrzeni. Nie zalezy ono ani od warunkow poczat-
kowych pola akustycznego na poczatku ery radiacyjnej, ani od tego,
czy epoka ta byla poprzedzona innymi epokami kosmologicznymi.

Dyspersja spowodowana stata kosmologiczna jest mierzalna
w tym sensie, ze krytyczna skala dlugosci jest poréwnywalna z roz-
miarami obszaru powierzchni ostatniego rozproszenia obserwowa-
nego dzisiaj. Niemniej jednak do wykrycia dyspersji potrzebujemy
bardziej kompletnych danych obserwacyjnych z powierzchni ostat-
niego rozproszenia, w szczegdlnosci potrzebna jest znajomos$é dwoch
dynamicznych wielko$ci — np. pola gestosci i pola predkoséci materii
— czego nie mozna zrekonstruowaé z samej tylko temperatury. Ze
wzgledu na zwiazki zjawisk dyspersyjnych z geometrig wszechswiata
rozréznienie fal biegnacych od zaburzen stacjonarnych moze mieé
znaczenie dla interpretacji widma fluktuacji temperatury mikrofalo-
wego promieniowania tla.
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