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Akustyka wczesnego wszechświata —
zwięzły przewodnik matematyczny

1. Wprowadzenie

Odkrywanie falowej natury skalarnych perturbacji wczesnego
wszechświata ma swoją historię. Uważny Czytelnik znajdzie rów-
nanie falowe w rozdziale 5.5 klasycznej dziś pracy Harrisona [1].
Postać trygonometryczna rozwiązań (lub w formie funkcji Bessela)
zależnych od ωη pojawia się w pionierskich pracach [2] i [3], a póź-
niej w gauge-inwariantnej teorii Bardeena [4]. Dla płaskiego modelu
wszechświata wypełnionego promieniowaniem Sachs i Wolfe podali
jawną postać równania zaburzeń w postaci równania d’Alemberta
(w pracy [5] twierdzenie na ss. 76–77). Ogólny, fononowy opis per-
turbacji wraz z próbą ich skwantowania w płaskim radiacyjnym
modelu sformułował Lukash [6], a dalsze badania ze szczególnym
uwzględniem aspektu kwantowego perturbacji zostały rozwinięte
przez Chibisova i Mukhanova [7]. Falowy charakter zaburzeń wcze-
snego wszechświata został potwierdzony w klasycznym podejściu Li-
fszyca i Chałatnikowa [8] w pracy [9]. Przejawy falowości zaburzeń
w materii barionowo-elektronowej zostały zauważone przez Yama-
moto, Sugiyamę i Sato [10]. Analogię pomiędzy falowym charakte-
rem zaburzeń skalarnych a kosmologicznymi falami grawitacyjnymi
można znaleźć w pracach Grishchuka [11] i White’a [12].
Wydaje się, że falowa natura zaburzeń gęstości w rozszerzającym

się ośrodku z ciśnieniem jest dziś całkowicie zrozumiała w ramach
ogólnej teorii względności. Kontrowersje pojawiają się jednak, gdy
wyniki te stosowane są do kosmologii. Oto najważniejsze z nich:

∗Obserwatorium Astronomiczne Uniwersytetu Jagiellońskiego, ul. Orla 171,
30–244 Kraków.



Akustyka wczesnego wszechświata 53

(i) Rozwiązania falowe w ekspandującym wszechświecie mają tę
własność, że w otoczeniu osobliwości początkowej (w granicy
η → 0+) można je przedstawić jako sumę dwu fal stojących
o odpowiednio rosnącej i malejącej amplitudzie. Podobny po-
dział na mody rosnący i malejący można uzyskać dla pew-
nej klasy nieunormowanych rozwiązań w reżimie długich fal
(ω → 0). Własność ta jest artefaktem zaniedbanej normaliza-
cji, jednak dość powszechnie wyciągany jest stąd wniosek o fi-
zycznie odmiennym, niefalowym charakterze propagacji zabu-
rzeń przekraczających horyzont dźwięku. Chociaż pogląd ten
łatwo jest obalić, opierając się na ścisłych rozwiązaniach [3]–
[6], [9] wciąż stanowi on podstawę interpretacji kształtu widma
fluktuacji mikrofalowego promieniowania tła, a w szczególności
wyznaczania parametru deceleracji.

(ii) Równania propagacji zaburzeń wyrażone w różnych układach
odniesienia (z różnym cechowaniem) nie są tożsame. Sprowa-
dzenie rozwiązań różnych formalizmów gauge-inwariantnych do
wspólnej postaci jest konieczne dla ostatecznego ustalenia fi-
zycznych własności zaburzeń gęstości.

(iii) Na trudności napotyka analiza pola akustycznego w przestrzeni
o ujemnej krzywiźnie.

Przyczyną większości tych nieporozumień jest brak spójnego, ma-
tematycznego opisu zjawisk akustycznych w kosmologii, jak również
brak pełnej świadomości stopnia złożoności tych zjawisk. Przedsta-
wiony poniżej „przewodnik matematyczny” zawiera jedynie skromną
część tych zagadnień i oparty jest w dużej mierze na pracach [9],
[13], [14]. Dla autorów niniejszego opracowania silne inspiracje sta-
nowiły wykłady z geometrii akustycznej wygłoszone przez M. Vissera
na konferencji ERE-2001 (Universidad Complutense, Madrid 2001)
i przez W. Unruha w trakcie COSLAB School (Jagellonian Univer-
sity, Kraków 2002).

2. Perturbacje w synchronicznym układzie odniesienia

Dla adiabatycznych perturbacji gęstości można skonstruować
zmienne perturbacyjne (pole ψ w synchronicznym układzie odniesie-
nia oraz jego analogony w gauge-inwariantnych podejściach), które
propagują się identycznie jak bezmasowe pole skalarne w pewnej cza-
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soprzestrzeni Robertsona-Walkera. Konstrukcja tych pól i geometrii
tła jest jednoznaczna i sprowadza równania propagacyjne zaburzeń
do równania d’Alemberta w zakrzywionej czasoprzestrzeni [15]. Tym
samym teoria pola w zakrzywionej czasoprzestrzeni stanowi natu-
ralny język opisu zaburzeń kosmologicznych i właściwe narzędzie dla
badania ich wpływu na mikrofalowe promieniowanie tła.
Rozważmy modele wszechświata Friedmanna-Lemâıtre’a-

Robertsona-Walkera z metryką postaci

gµν = a2(η) diag

[
−1, 1,

sin2(
√

Kχ)

K
,

sin2(
√

Kχ)

K
sin2 ϑ

]
(1)

i tensorem energii-pędu cieczy idealnej

Tµν = [ε(η) + p(ε(η))] uµuν + p(ε(η)) gµν . (2)

Indeks krzywiznyK potraktujemy jako parametr ciągły i zachowamy
go jawnie zarówno w równaniach, jak i rozwiązaniach tak długo jak
będzie to możliwe. Tradycyjne formuły w metryce (1) mogą być wów-
czas odzyskane przez podstawienie za K = ±1 lub przez przejście
graniczne z K → 0. Zakładamy dalej barotropowe równanie stanu
p = p(ε) i ograniczymy się jedynie do badania adiabatycznych per-
turbacji gęstości (patrz [4] rozdział V.A). W szczególności, wyklu-
czamy wszelkie procesy dyssypacyjne. Wówczas w synchronicznym
układzie odniesienia poprawki do metryki określone są przez dwie
funkcje skalarne λ(η) i µ(η). Obie te funkcje są rozwiązaniami linio-
wego, różniczkowego układu równań drugiego rzędu [8]

λ′′(η) + 2
a′(η)

a(η)
λ′(η)− k2 −K

3
[λ(η) + µ(η)] = 0, (3)

µ′′(η) +

[
2 + 3

p′(η)

ε′(η)

]
a′(η)

a(η)
µ′(η)+

+
k2 − 4K

3

[
1 + 3

p′(η)

ε′(η)

]
[λ(η) + µ(η)] = 0.

(4)

Współczynniki tego układu są zdeterminowane przez dynamikę roz-
ważanego modelu. Natomiast kontrast gęstości δ(η,x) jest określony
przez całkę Fouriera

δ(η,x) =

∫
δk Yklm(χ, ϑ, ϕ) d3k + c.c. (5)
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ze współczynnikami postaci [8]

δk =
1

3ε(η)a2(η)

[
(k2 − 4K) [λ(η) + µ(η)] + 3

a′(η)

a(η)
µ′(η)

]
. (6)

Współczynniki Fouriera kontrastu gęstości są zbudowane z wielko-
ści zależnych od dynamiki modelu kosmologicznego oraz z funkcji
skalarnych λ(η) i µ(η). Wielkość k jest liczbą falową k ≡ |k|, zaś
Yklm(χ, ϑ, ϕ) są skalarnymi hiperharmonikami.
Wykorzystując transformację Darboux kontrastu gęstości, wpro-

wadzamy nową zmienną perturbacyjną ψ(η,x) określoną następują-
cym wzorem

ψ(η,x) = a(η)H2(η)
∂

∂η

δ(η,x)

H(η)
[
1 + p(η)

ε(η)

] . (7)

Wówczas równanie propagacji dla nowej zmiennej ψ(η,x) przyjmuje
następującą postać

∂2

∂η2
ψ(η,x) +

(
2
a
′(η)

a(η)
− cs

′(η)

cs(η)

)
∂

∂η
ψ(η,x)+

−cs
2(η)4ψ(η,x) = 0,

(8)

gdzie operator Laplace’a 4 działa na przestrzeniach stałego czasu a

cs
2(η) =

p′(η)

ε′(η)
i a(η) = a(η)

√
1

cs(η)

ε(η) + p(η)

3H2(η)
. (9)

Wielkość cs(η) jest nazywana prędkością dźwięku, natomiast H(η) =
a′(η)/a2(η) jest parametrem Hubble’a wyrażonym w czasie konfo-
remnym. Chociaż mody cechowania mogą wnosić swój wkład do kon-
trastu gęstości δ(η,x), to wprowadzona nowa zmienna ψ jest gauge-
inwariantna1. Równanie (8) ma taką samą formę jak równanie (1.10)
w pracy Lukasha [6] i może być niezależnie wyprowadzone w ramach
formalizmu Lagrange’a.
Wprowadzamy również nową zmienną niezależną ζ jako miarę

czasu określoną przez następującą całkę

ζ =

∫
cs(η) dη. (10)

1Konstrukcja gauge-inwariantnych zmiennych za pomocą transformacji Dar-
boux w modelach kosmologicznych zdominowanych przez promieniowanie jest
szczegółowo przedyskutowana w pracy [9] i niezależnie stosowana w pracy [16].
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Zmiana czasu konforemnego na nowy czas ζ sprowadza równanie (8)
do równania

∂2

∂ζ2
ψ(ζ,x) + 2

a
′(ζ)

a(ζ)

∂

∂ζ
ψ(ζ,x)−4ψ(ζ,x) = 0, (11)

które jest jawną formą równania d’Alemberta

ψ(ζ,x) ≡ ∇µ∇µψ(ζ,x) = 0 (12)

dla pola skalarnego ψ propagującego się w czasoprzestrzeni
Robertsona-Walkera

gµν = a
2(ζ) diag

[
−1, 1,

sin2(
√

Kχ)

K
,

sin2(
√

Kχ)

K
sin2 ϑ

]
(13)

z nowym czynnikiem skali

a(ζ) = a(ζ)

√
1

cs(ζ)

ε(ζ) + p(ζ)

3H2(ζ)
. (14)

Zauważmy, że równanie (12) z tensorem metrycznym (13) tworzy
strukturę zwaną geometrią akustyczną [17]. Adiabatyczne pertur-
bacje w rozszerzającym się wszechświecie propagują się jak bezma-
sowe pole skalarne. Zmienna ζ może być określana mianem akustycz-
nego czasu konforemnego ze względu na to, że w geometrii akustycz-
nej pełni rolę analogiczną do η. Sprowadzenie równania zaburzeń
w kosmologii z barotropowym równaniem stanu stanowi uogólnie-
nie twierdzenia Sachsa-Wolfe’a ([5], ss. 76–77). Równania (11) i (12)
mają identyczną formę co równania opisujące propagację fal grawi-
tacyjnych w bezciśnieniowym ekspandującym środowisku [11].

3. Gauge-niezmiennicze podejścia do zaburzeń —
podstawowe równania

Rozdział ten zawiera zestawienie formuł użytecznych dla kosmo-
logów parających się teorią zaburzeń i może być pominięty przez Czy-
telnika zainteresowanego jedynie ogólnym rozumieniem tych zagad-
nień.

Równanie d’Alemberta można otrzymać dla perturbacji gęstości
we wszystkich gauge-inwariantnych formalizmach. Poniżej przedsta-
wiono listę odpowiednich transformacji. Tam, gdzie to było możliwe,
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zachowana została oryginalna notacja autorów. Wprowadzono jedy-
nie jednolite oznaczenia dla czynnika skali a(t), gęstości energii ε,
prędkości dźwięku cs i skalara ekspansji θ = 3H. Duża litera K
zawsze oznacza indeks krzywizny przestrzennej modelu, a mała li-
tera k — liczbę falową. Trzeba zauważyć, że chociaż wielkości ∆̂ε,
∆̂, Φ̂H, ε̂m, δ̂ε, φ̂ spełniają to samo równanie propagacji, nie są one
identyczne. Ich geometryczny sens wynika z definicji oryginalnych
wielkości ∆ε, ∆, ΦH, εm, δε, φ.

Autor : Olson [18]
Równania propagacji2 (praca [19] układ (21a–21b)):

∂

∂η
∆ε(η,x) =

= a(η)

[
−5

3
θ(η)∆ε(η,x)− [ε(η) + p(η)] ∆θ(η,x)

]
,

(15)

∂

∂η
∆θ(η,x) = a(η)

[
− cs

2(η)

a2(η) [ε(η) + p(η)]
[4+ 3K] ∆ε(η,x)+

− 1

2
∆ε(η,x)− 4

3
θ(η)∆θ(η,x)

]
.

(16)

Zmienne:
∆ε — laplasjan gęstości,
∆θ — laplasjan ekspansji.
Równanie falowe ∆̂ε(η,x) = 0 jest spełnione przez zmienną:

∆̂ε(η,x) =
H2(η)

a2(η) [ε(η) + p(η)]

∂

∂η

[
a5(η)

H(η)
∆ε(η,x)

]
. (17)

Autorzy : Bruni, Dunsby and Ellis ([20] i podana w tej pracy biblio-
grafia)
Równanie propagacji (równanie (73) w pracy [20]):

∂2

∂t2
∆(t,x) + (2 + 3cs

2 − 6w)H
∂

∂t
∆(t,x)+

−
[(

1

2
+ 4w − 3

2
w2 − 3cs

2

)
κ ε + 12(cs

2 − w)
K

a2

]
∆(t,x)+

−cs
24(∆(t,x)) = 0.

(18)

2Przedstawiamy uogólnienie formalizmu Olsona dla modeli o dowolnej krzy-
wiźnie K wg [19].
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Zmienne:
w = p/ε — stosunek ciśnienia do energii,
zmienna perturbacyjna: ∆(η,x) = a2(η)∆ε(η,x)

ε(η) .

Równanie falowe ∆̂(η,x) = 0 spełnione jest przez zmienną:

∆̂(η,x) =
H2(η)

a2(η) [ε(η) + p(η)]

∂

∂η

[
a3(η)ε(η)

H(η)
∆(η,x)

]
. (19)

Autor : Bardeen [4]
Równanie propagacji (nie jest zapisane w sposób jawny w cytowanej
pracy, daje się jednakże wyprowadzić z innych przedstawionych tam
równań):

∂2

∂η2
ΦH(η,x) +

[
1 + cs

2(η)
]
a(η)θ(η)

∂

∂η
ΦH(η,x)+

−
[
2K

[
1 + 3cs

2(η)
]
+ a2(η)ε(η)

(
p(η)

ε(η)
− cs

2(η)

)
+

+cs
2(η)4

]
ΦH(η,x) = 0.

(20)

Zmienne:
ΦH — gauge-inwariantny potencjał.
Równanie falowe Φ̂H(η,x) = 0 spełnione jest przez:

Φ̂H(η,x) =
H2(η)

a2(η) [ε(η) + p(η)]

∂

∂η

[
a(η)

H(η)
ΦH(η,x)

]
. (21)

Autor : Bardeen [4]
Równanie propagacji (równanie (4.9) w pracy [4])

∂2

∂η2

[
ε(η)a3(η)εm(η,x)

]
+

+
[
1 + 3cs

2(η)
] a′(η)

a(η)

∂

∂η

[
ε(η)a3(η)εm(η,x)

]
+

+

[
−cs

2(η) [4+ 3K]− 1

2
[ε(η) + p(η)] a2(η)

]
×

× [
ε(η)a3(η)εm(η,x)

]
= 0.

(22)
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Zmienne:
εm — kontrast gęstości mierzony na powierzchniach ortogonalnych
do przepływu materii.
Równanie falowe ε̂m(η,x) = 0 jest spełnione przez:

ε̂m(η,x) =
H2(η)

a2(η) [ε(η) + p(η)]

∂

∂η

[
a3(η)ε(η)

H(η)
εm(η,x)

]
. (23)

Autorzy : Lyth and Stewart [21]
Równania propagacji (układ (35–36) w pracy [21])

∂

∂t
δε(t,x) = −θ(t)δε(t,x)− [ε(t) + p(t)] δθ(t,x), (24)

∂

∂t
δθ(t,x) = −

[
1

2
+

cs
2(η)

[
3ε(t)− θ2(t)

]
3 [ε(t) + p(t)]

]
δε(t,x)+

−2

3
θ(t)δθ(t,x)− cs

2(η)

ε(t) + p(t)
4δε(t,x).

(25)

Zmienne:
δε, δθ — zaburzenie gęstości i ekspansji na hiperpowierzchniach or-
togonalnych do przepływu materii.
Równanie falowe δ̂ε(η,x) = 0 spełnione jest przez:

δ̂ε(η,x) =
H2(η)

a2(η) [ε(η) + p(η)]

∂

∂η

[
a3(η)ε(η)

H(η)
δε(η,x)

]
. (26)

Autorzy : Brandenberger, Kahn and Press [22] (wg [23], po uogólnie-
niu dla dowolnego K)
Równanie propagacji ([23] — równanie (5.3) dla δS = 0, w cechowa-
niu podłużnym.):

φ′′(η,x) + 3(1 + cs
2(η))H(η)φ′(η,x)− cs

2(η)4φ(η,x)+

+
[
2H′(η) + (1 + 3cs

2(η))(H2(η)−K)
]
φ(η,x) = 0.

(27)

Zmienne:
φ(η,x) — gauge-inwariantny potencjał a H(η) = a′(η)/a(η).
Równanie falowe φ̂(η,x) = 0 spełnione jest przez:

φ̂(η,x) =
1

ε(η) + p(η)

[H(η)

a2(η)

]2 ∂

∂η

[
a2(η)

H(η)
φ(η,x)

]
. (28)
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Zapisanie równań perturbacyjnych w zwartej postaci równania
d’Alemberta dowodzi falowej natury zaburzeń gęstości we wszech-
świecie z dowolnym barotropowym równaniem stanu p = p(ε), ale
nie przesądza o własnościach dyspersyjnych tych fal. Zarówno rela-
cje dyspersyjne, jak i rozwiązania (tam, gdzie to możliwe) muszą być
wyznaczone dla każdego z równań stanu odrębnie.

4. Fale akustyczne we wczesnym wszechświecie

Tensor energii-pędu wszechświata wypełnionego ultrarelatywi-
styczną materią jest bezśladowy. Dynamikę takiego wszechświata
określa równanie dla czynnika skali a(η)

Tµ
µ = − 6

a3(η)

(
a′′(η) + K a(η)

)
= 0. (29)

Rozwiązanie ma postać

a(η) =

√
M
3

sin
(√

Kη
)

√
K

, (30)

gdzie współczynnik normalizacyjny
√
M/3 zawiera stałą ruchuM =

ρ(η)a4(η). Analizę perturbacyjną dla tego przypadku prowadzimy
w gauge’u ortogonalnym. Równanie perturbacyjne (22) lub ade-
kwatne równanie drugiego rzędu otrzymane z układu (24) i (25)
przyjmuje postać

∂2

∂η2
δ(η,x)− 2M

3a2(η)
δ(η,x)− 1

3
4δ(η,x) = 0. (31)

4 jest operatorem Laplace’a-Beltramiego działającym na hiper-
powierzchniach ortogonalnych do przepływu. δ(η,x) oznacza kon-
trast gęstości εm w formalizmie Bardeena [4] lub δε/ε w formali-
zmie Lytha-Mukherjee [24]. Chociaż transformacja (7) przeprowadza
równanie (31) w równanie d’Alemberta w przestrzeni Robertsona-
Walkera (13), jednakże szczególna symetria modelu radiacyjnego po-
zwala użyć innej transformacji

δ̂(η,x) =
1

a(η)

∂

∂η
(a(η)δ(η,x)), (32)

która przeprowadza równanie perturbacyjne (31) do równania falo-
wego w zakrzywionej przestrzeni statycznej

∂2

∂η2
δ̂(η,x)− 1

3
4δ̂(η,x) = 0. (33)
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Zmienna δ̂ zachowuje się wówczas jak bezmasowe pole skalarne w sta-
tycznej czasoprzestrzeni o stałej krzywiźnie. Analizę tego równania
w kontekście kwantowej teorii pola dla przypadku dodatniej krzywi-
zny przestrzennej (statyczny wszechświat Einsteina) można znaleźć
w monografii [15]. W kosmologii przestrzenie z zerową lub ujemną
krzywizną grają szczególną rolę. Oba przypadki będą przedyskuto-
wane oddzielnie poniżej.

4.1. Fale dźwiękowe w płaskim modelu wszechświata

Kiedy krzywizna przestrzeni znika, równanie (31) przyjmuje
szczególnie prostą postać

∂2

∂η2
δ(η,x)− 2

η2
δ(η,x)− 1

3
4δ(η,x) = 0, (34)

identyczną jak równanie propagacji dla fal grawitacyjnych we
wszechświecie wypełnionym pyłem [11]

∂2

∂η2
ν(η,x)− 2

η2
ν(η,x)−4ν(η,x) = 0. (35)

Zasadnicza różnica polega na tym, że fale grawitacyjne są określone
przez pole tensorowe hµν i propagują się z prędkością światła (c = 1),
podczas gdy rozwiązania równania (34) reprezentują fale skalarne
poruszające się z prędkością v = 1/

√
3.

Równanie (33) zapisane we współrzędnych kartezjańskich {x}
spełnione jest przez dowolną funkcję δ̂ = δ̂(n·x−vη) [25] z v = 1/

√
3

i n·n = 1. Jednak dla zapewnienia przybliżenia liniowego funkcja
δ̂(n·x− vη) powinna być ograniczona. Rozwiązanie δ̂ równania (33)
jest podstawą do wyznaczenia obserwabli δ. Ogólne ograniczone roz-
wiązanie równania (34) wyraża się całką

δ(η,x) =
1

η

∫ η

0
η′ δ̂(n·x− vη′)dη′ (36)

dowolnej, ograniczonej funkcji δ̂(n·x− vη) i opisuje falę o zmiennym
w czasie kształcie, biegnącą ze stałą prędkością v = 1/

√
3.

Rozwiązania te można również zapisać przy pomocy całki Fou-
riera. Dowolnej rzeczywistej funkcji δ̂(n·x− vη)

δ̂(η,x) =

∫
(Akuk(η,x) + A

∗
ku

∗
k(η,x)) d3k (37)
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rozwiniętej w mody

uk(η,x) =
1√
2ω

ei(k·x−ωη) (38)

odpowiada rozwinięcie

δ(η,x) =

∫
(Ak uk(η,x) +A∗

k u∗k(η,x)) d3k (39)

w mody uk(η,x)

uk(η,x) = µω(η)eik·x =
1√
2ω

(
1 +

1

iωη

)
ei(k·x−ωη). (40)

Częstość ω spełnia relację dyspersyjną ω2 = k2/3, współczynniki
Fouriera Ak = − 1

iωAk wyrażają się dowolną zespoloną funkcją liczby
falowej k, a uk wyznacza wzór (36) przy podstawieniu δ̂ = uk. Mody
uk podobnie jak uk tworzą ortonormalną bazę względem iloczynu
Kleina-Gordona [15]. uk i uk są falami biegnącymi, ale jedynie uk

zachowuje stałą amplitudę. Tak więc typowe zaburzenie δ(η,x) zbu-
dowane jest z biegnących, tłumionych fal płaskich, co w pełni zgadza
się z rezultatem Sachsa i Wolfe’a ([5] ss. 76–77). Fale te poruszają się
ze stałą prędkością v = 1/

√
3 niezależnie od ich częstości. Zaburzenia

drobno– i wielkoskalowe nie stanowią odrębnych klas rozwiązań.
Jeśli źródłem zaburzeń są procesy losowe lub kwantowe w pew-

nej epoce ηi > 0, a ich ewolucja wprzód w czasie (η > ηi) opisana
jest przez (34), wówczas rozbieżność rozwiązań równania (34) w gra-
nicy η → 0+ (wstecz w czasie) jest fizycznie bez znaczenia. Pozostaje
ona też bez związku z zachowaniem przybliżenia liniowego.

4.2. Fale dźwiękowe w przestrzeni zakrzywionej

Dokonując rozkładu fourierowskiego zaburzeń w otwartym mo-
delu friedmannowskim, należy pamiętać o specyficznych efektach wy-
wołanych krzywizną. Funkcje całkowalne z kwadratem w przestrzeni
o ujemnej krzywiźnie (w przestrzeni Łobaczewskiego) rozwijają się
w serię główną rozwiązań równania Helmholtza. To samo dotyczy za-
burzeń, których autokorelacja znika powyżej pewnej skali [26]. Jed-
nak dla przedstawienia jednorodnego procesu stochastycznego w po-
staci całki Fouriera konieczne są obie serie, główna i dodatkowa [27].
W kosmologii pojawiają się więc rozwiązania równania Helmholtza
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odpowiadające urojonym liczbom falowym z przedziału k ∈ [−i, i].
Czasami określane są one mianem modów nadkrzywiznowych (super-
curvature) [28], [29] i [30].
Użyjemy układu współrzędnych sferycznych. Identycznie jak pole

skalarne w teorii pola [31] zaburzenia skalarne w kosmologii można
przedstawić rozwinięciem

δ(η, χ, ϑ, ϕ) =

=
∑
l,m

∫ (
Aklm uklm(η, χ, ϑ, ϕ) + A∗

klm u∗klm(η, χ, ϑ, ϕ)
)

d3k,
(41)

gdzie mody uklm(η, χ, ϑ, ϕ) = µω,K(η)Yklm(χ, ϑ, ϕ) wyrażają się
przez harmoniki hipersferyczne Yklm(χ, ϑ, ϕ) i zależną od czasu am-
plitudą µω,K(η) spełniającą równanie

d2

dη2
µω,K(η) +

(
k2 −K

3
− 2K

sin2(
√

Kη)

)
µω,K(η) = 0 (42)

(wynik separacji równania (31) na część czasową i przestrzenną).
Znajdujemy unormowane rozwiązania (42) jako

µω,K(η) =
1√
2

√
ω

ω2 −K

(
1 +

√
K

cot(
√

Kη)

iω

)
e−iωη (43)

i ich sprzężenia zespolone. Rozwiązania µω,K(η) zmierzają do µω(η)
w równaniu (40) w granicy K → 0. Częstość ω i liczba falowa są
związane relacją dyspersyjną

ω(k) =

√
k2 −K√

3
, (44)

którą można otrzymać przez podstawienie (43) do (42). Ograni-
czymy się dalej do przypadku ujemnej krzywizny K = −1. Funkcje
Yklm(χ, ϑ, ϕ) są rozwiązaniami równania Helmholtza [15]

4Yklm(χ, ϑ, ϕ) = −(k2 + 1)Yklm(χ, ϑ, ϕ). (45)

Można w nich wydzielić część radialną Πkl(χ) i harmoniki sferyczne
Ylm(ϑ, ϕ)

Yklm(χ, ϑ, ϕ) = Πkl(χ)Ylm(ϑ, ϕ). (46)
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Rozwiązania równania radialnego

∂2

∂χ2
Πkl(χ) + 2 cothχ

∂

∂χ
Πkl(χ) +

+

(
k2 + 1− l(l + 1)

sinh2 χ

)
Πkl(χ) = 0

(47)

dane są przez

Πkl =

√
2

π
k2

[
l∏

n=0

(n2 + k2)

]−1/2

×

×(k2 sinhχ)l

( −1

k sinhχ

d

d(kχ)

)l+1

cos(kχ).

(48)

Dla rzeczywistych liczb falowych (k2 > 0) funkcje Πkl (i w rezultacie
również Yklm(χ, ϑ, ϕ)) są funkcjami oscylacyjnymi zmiennej radial-
nej. Yklm(χ, ϑ, ϕ) tworzą układ ortogonalny względem iloczynu ska-
larnego (f1|f2) =

∫
f1f

∗
2
√

g d3x i stanowią bazę zupełną przestrzeni
funkcji całkowalnych z kwadratem [32], [33].
Dla urojonych liczb falowych z przedziału −1 ≤ k2 < 0 funkcje

Πkl są monotonicznie malejące. Wówczas Yklm(χ, ϑ, ϕ) stanowią serię
dodatkową. Funkcje te są regularne, dodatnie i ograniczone w całej
przestrzeni, nie są więc ortogonalne. Mimo że seria dodatkowa jest
zbędna przy rozkładzie funkcji całkowalnych z kwadratem, bierze ona
udział w stochastycznych całkach fourierowskich dla procesów słabo
jednorodnych, tzn. procesów o wartości oczekiwanej i wariancji nie-
zależnych od położenia. Procesy słabo jednorodne to najogólniejsza
forma losowych zaburzeń kosmologicznych zgodna z wymogiem jed-
norodności i izotropii wszechświata [27], [28].
W ten sposób w otwartych modelach otrzymujemy dwa typy

harmonik hipersferycznych Yklm(χ, ϑ, ϕ) i odpowiadające im odpo-
wiednio dwa rodzaje modów uklm(η, χ, ϑ, ϕ). Mody uklm(η, χ, ϑ, ϕ) z
rzeczywistym k są ortogonalne w sensie iloczynu skalarnego Kleina-
Gordona [31]. Mody uklm(η, χ, ϑ, ϕ) z −1 ≤ k2 < 0 reprezentują za-
burzenia o „nieskończonej długości”. Obydwa rodzaje modów dają
wkład do spektrum losowo (lub kwantowo) powstających niejedno-
rodności [29], [30].
Perturbacje gęstości propagują się w otwartym wszechświecie

w odmienny sposób niż pole skalarne lub fale grawitacyjne. Fale aku-
styczne o różnych skalach długości propagują się z różnymi prędko-
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ściami. Z relacji dyspersyjnej (44) możemy otrzymać odpowiednio
prędkość fazową

vf(k) =
ω(k)

k
=

√
1 + k2

√
3k

(49)

i grupową dźwięku

vg(k) =
∂

∂k
ω(k) =

k√
3
√

1 + k2
. (50)

Prędkość grupowa wzrasta z liczbą falową i przyjmuje wartość ze-
rową w granicy k → 0. Warunek k = 0 określa krytyczną częstość
ω(0) = 1/

√
3, poniżej której propagacja jest zabroniona. Dlatego bie-

gnące fale akustyczne skonstruowane są modów serii głównej. Seria
dodatkowa tworzy „globalne” zaburzenia stacjonarne o skali prze-
kraczającej charakterystyczny promień krzywizny przestrzennej.

5. Przestrzennie płaski model z dodatnią stałą
kosmologiczną

W płaskim modelu wszechświata zdominowanym przez promie-
niowanie z dodatnią stałą kosmologiczną, równanie Friedmanna jest
spełnione przez czynnik skali dany wzorem

a(t) = (M/Λ)1/4
√

sinh(2
√

Λ/3 t) = (M/Λ)1/4
√

sinh τ , (51)

gdzie M = ε a4 jest stałą ruchu, ε jest gęstością energii, a związek
bezwymiarowego parametru czasu τ z czasem metryki t wyraża się
związkiem τ = 2

√
Λ/3 t. Aby zapis dalszych wzorów stał się bardziej

przejrzysty wprowadzamy stałą β związaną ze stałą ruchu i stałą
kosmologiczną zależnością β =

√
3/[16MΛ]1/4. Czas konforemny η

wyraża się przez bezwymiarowy czas τ związkiem

η = β F

(
arccos

[
1− sinh τ

1 + sinh τ

]
,

1√
2

)
(52)

i jest skończony, η ∈ [0, 2K(2−1/2)β] = [0, 1
2π−1/2[Γ(1

4)]2β]. Funkcja
F (φ, m) jest całką eliptyczną niezupełną pierwszego rodzaju, a funk-
cja K(m) jest całką eliptyczną zupełną pierwszego rodzaju [34].
Wówczas czynnik skali możemy wyrazić za pomocą funkcji eliptycz-
nych Jacobiego sn(u, m) i cn(u, m) w nowej zmiennej u = η/β

a(η) = 2β
√
M/3

sn( η
β , 1√

2
)

1 + cn( η
β , 1√

2
)
. (53)
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W czasie konforemnym czynnik skali a(η) monotonicznie rośnie od
0 do nieskończoności. W otoczeniu początkowej osobliwości o za-
chowaniu czynnika skali decyduje jedynie promieniowanie, a wpływ
stałej kosmologicznej jest zaniedbywalny. W końcowym okresie ewo-
lucji w pobliżu η = 1

2π−1/2[Γ(1
4)]2β, odpowiadającego fazie de Sittera

stała kosmologiczna gra dominującą rolę, natomiast udział promie-
niowania jest pomijalny.

5.1. Równanie perturbacyjne

Biorąc wariację równania Raychaudhuriego i równania ciągłości,
możemy otrzymać równanie propagacji dla kontrastu gęstości δε/ε.
Zmienna δ(τ,x) = δε/ε, jak poprzednio, jest miarą zaburzenia na
powierzchniach ortogonalnych do przepływu, a równanie propaga-
cji [24] ma postać

δ̈(τ,x) +
1

2
coth(τ)δ̇(τ,x)− 1

2
coth2(τ)δ(τ,x)+

−v2β2 csch(τ)4δ(τ,x) = 0.
(54)

Znacznie wygodniejsze w dalszych rozważaniach będzie zapisanie po-
wyższego równania w czasie konforemnym

δ′′(η,x) +
1

β2

(
1− 2

sn2( η
β , 1√

2
)

)
δ(η,x)− v24δ(η,x) = 0. (55)

Dogodnie będzie również przedstawiać rozwiązania w postaci całki
Fouriera

δ(η,x) =

∫
Ak uk(η,x) d3k + c.c. (56)

W równaniu (55) prim oznacza pochodną po czasie konforemnym,
a współczynniki Fouriera Ak występujące w całce (56) są dowol-
nymi zespolonymi funkcjami liczby falowej k. Mody uk(η,x) speł-
niają jednocześnie równanie Helmholtza i część czasową równania
(55). Rozwiązania dzielą się na dwie podstawowe klasy rozdzielone
krytyczną wartością liczby falowej kkr = 1/(

√
2/3 β) = (4MΛ)1/4.

Poniżej — ze względu na przejrzystość zapisu rozwiązań — wprowa-
dzamy bezwymiarową miarę wektora falowego określoną zależnością
|κκ| = κ =

√
2 vβk =

√
2/3 βk. W notacji tej obie klasy rozwiązań są

określone odpowiednio nierównościami κ > 1 i κ ≤ 1.
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5.2. Perturbacje podkrytyczne: rozwiązania dla κ > 1

Dla krótkich skal (κ > 1) rozwiązania propagują się jak fale
o zmiennej amplitudzie i zmiennej częstości. Pojedyncze mody
uκκ(η,x) przyjmują postać

uκκ(η,x) =

=
sn([2

√
π β]−1[Γ (1

4)]2, 1√
2
)
√

2 + (κ2 − 1) sn2( η
β , 1√

2
)√

2 + (κ2 − 1) sn2([2
√

π β]−1[Γ (1
4)]2, 1√

2
) sn2( η

β , 1√
2
)
×

× exp[i Θ(η,x)],

(57)

gdzie faza Θ(η,x) jest dana przez

Θ(η,x) =
κκ · x√
βv

− κ
√

κ − √
(κ − )

×

×
[

η

β
−Π

(
am

(
η

β
,

1√
2

)
,−1

2
(κ2 − 1),

1√
2

)]
.

(58)

Funkcja Π(φ, α2, m) jest całką eliptyczną niezupełną trzeciego ro-
dzaju, a funkcja am(u, m) jest amplitudą całki eliptycznej [34]. Roz-
wiązanie to jest osobliwe na obu końcach czasu konforemnego. W po-
bliżu osobliwości początkowej promieniowanie gra dominującą rolę
i rozwiązania uk(η,x) zachowują się jak dla wszechświata bez sta-
łej kosmologicznej (rozdział 4.1). W późnych etapach ewolucji dla
η → β

2
√

π
[Γ (1

4)]2 wszechświat realizuje eksponencjalny wzrost gdyż
dominującą rolę gra stała kosmologiczna, a osobliwości w rozwią-
zaniach uk(η,x) dla η → β

2
√

π
[Γ (1

4)]2 są znane jako niestabilność
wszechświata de Sittera [35].
Definiujemy lokalną częstość3 ω(η, κ) jako pochodną czasową

fazy Θ(η,x)

ω(η, κ) =
∂ Θ(η,x)

∂ η
=

κ
√

κ4 − 1 sn2( η
β , 1√

2
)

√
2β(2 + (κ2 − 1) sn2( η

β , 1√
2
))

. (59)

Tak określona częstość jest wielkością zależną nie tylko od liczby
falowej, ale także od czasu konforemnego. Formuła (59) gra rolę re-
lacji dyspersyjnej i jest nieliniowa względem liczby falowej k. War-
tości κkr = 1 odpowiada krytyczna wartość liczby falowej (kkr =

3Szczegółowe definicje zobacz [25].
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2/3 β = [4MΛ]1/4), która z kolei determinuje krytyczną długość

fali λkr =
√

2π
[MΛ]1/4 . Powyżej wartości krytycznej λkr propagacja zabu-

rzeń w postaci fal jest niedozwolona. Z relacji dyspersyjnej widać, że
dla κ → 1+, częstość zmierza do zera i dlatego perturbacje większe
niż wartość krytyczna nie mają charakteru falowego. W przeciwień-
stwie do dyspersji na krzywiźnie, dyspersja na stałej kosmologicz-
nej posiada anomalny charakter: krytyczne zachowanie dotyczy skali
(liczby falowej k), a nie częstości ω. Charakter anomalny widać rów-
nież w postaci prędkości fazowej i grupowej

vf(η, κ, β) =
ω(η, κ)

k
=

√
κ4 − 1 sn2( η

β , 1√
2
)

√
3 [2 + (κ2 − 1) sn2( η

β , 1√
2
)]

, (60)

vg(η, κ, β) =
∂ ω(η, κ)

∂ k
=

=
[6κ4 − 2 + (κ2 − 1)(κ4 − 2κ2 − 1) sn2( η

β , 1√
2
)] sn2( η

β , 1√
2
)

√
3
√

κ4 − 1 [2 + (κ2 − 1) sn2( η
β , 1√

2
)]2

.
(61)

Prędkość fazowa maleje wraz ze wzrostem długości fali [36], a w kon-
sekwencji prędkość grupowa vg(η, κ, β) jest większa niż prędkość fa-
zowa vf(η, κ, β). W granicy κ → 1+ prędkość fazowa zmierza do
zera, podczas gdy prędkość grupowa formalnie rośnie nieogranicze-
nie. Oznacza to, że koncepcja pakietu falowego traci sens [37].

5.3. Nadkrytyczne perturbacje: rozwiązania dla κ ≤ 1

Wielkoskalowe rozwiązania (κ ≤ 1) nie propagują się jako fale bie-
gnące. Przestrzeń rozwiązań tworzy kombinacja liniowa dwóch mo-
dów u

(1)
κ exp(i κκ · x) i u(2)

κ exp(i κκ · x), gdzie części czasowe u
(1)
κ i u

(2)
κ

przyjmują postać

u
(1)
κ (η) =

=
sn([2

√
π β]−1[Γ (1

4)]2, 1√
2
)
√

2− (1− κ2) sn2( η
β , 1√

2
)√

2− (1− κ2) sn2([2
√

π β]−1[Γ (1
4)]2, 1√

2
) sn( η

β , 1√
2
)
×

× exp

{
κ
√

1− κ4

√
2(1− κ2)

[
− η

β
+ Π

“
am

“
η
β

, 1√
2

”
, 1
2(1−κ2), 1√

2

”]}
,

(62)
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u
(2)
κ (η) = u

(1)
κ (η)

η∫
0

1

[u
(1)
κ (η′)]2

dη′ (63)

i są funkcjami rzeczywistymi. W pobliżu osobliwości początkowej roz-
wiązanie u

(1)
κ jest osobliwe i zachowuje się jak mod malejący, podczas

gdy rozwiązanie u
(2)
κ jest regularne i gra rolę modu rosnącego. Zacho-

wanie wielkoskalowych perturbacji pod tym względem przypomina
zachowanie zaburzeń gęstości w bezciśnieniowej materii. Dalej ewo-
luują one odmiennie. W tej epoce, w której rozwiązania z κ > 1
oscylują, mody z κ ≤ 1 zachowują w przybliżeniu stałą amplitudę.
W końcu, w epoce de Sittera obydwa mody u

(1)
κ i u

(2)
κ eksponencjalnie

narastają.
Rozwiązania dla dwóch granicznych przypadków: κ = 0 i κ =

1 wyrażają się prostszymi formułami i nie zamieszczamy ich tutaj;
można je znaleźć w pracy [13].
Dynamika wielkoskalowych perturbacji nie świadczy o ich wyjąt-

kowej roli w procesie formowania struktur. Amplitudy, ich są w całym
przedziale czasowym porównywalne z amplitudami modów oscylują-
cych. Ponieważ perturbacje te nie propagują się w przestrzeni, zabu-
rzenia gęstości i ekspansji są skorelowane w fazie; zgodnie dla modu
malejącego, natomiast przeciwnie dla modu rosnącego.

6. Podsumowanie

Analiza gauge-inwariantna potwierdza, że zaburzenia gęstości
we wszechświecie zdominowanym przez promieniowanie tworzą pole
akustyczne. We wszechświecie płaskim zaburzenia gęstości wszyst-
kich skal poruszają się z tą samą prędkością v = 1/

√
3. Perturbacje

drobnoskalowe i wielkoskalowe nie tworzą różnych klas rozwiązań.
Prędkość propagacji nie zależy od liczby falowej i w szczególności
jest ta sama dla zaburzeń mniejszych i większych od horyzontu czą-
stek.
W otwartym wszechświecie ewolucja zaburzeń zachodzi w spo-

sób znacznie bardziej złożony. Ujemna krzywizna przestrzenna jest
przyczyną dyspersji fal akustycznych. Geometria wszechświata de-
terminuje minimalną częstość dla propagujących się fal akustycz-
nych, podobnie jak geometria falowodu określa minimalną częstość
dla fal propagujących się w jego wnętrzu. Częstość krytyczna za-
leży wyłącznie od krzywizny (a nie od tzw. skali Jeansa). Poniżej tej
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częstości rozwiązania mają formę nadkrzywiznowych zaburzeń sta-
cjonarnych. We wszechświecie zdominowanym przez promieniowanie
podział na fale biegnące i stojące pokrywa się z podziałem na zabu-
rzenia podkrzywiznowe i nadkrzywiznowe.
Stała kosmologiczna, podobnie jak krzywizna, również jest przy-

czyną dyspersji pola akustycznego we wczesnym wszechświecie.
W obydwu przypadkach zjawisko dyspersji jest indukowane przez
geometrię czasoprzestrzeni. Nie zależy ono ani od warunków począt-
kowych pola akustycznego na początku ery radiacyjnej, ani od tego,
czy epoka ta była poprzedzona innymi epokami kosmologicznymi.
Dyspersja spowodowana stałą kosmologiczną jest mierzalna

w tym sensie, że krytyczna skala długości jest porównywalna z roz-
miarami obszaru powierzchni ostatniego rozproszenia obserwowa-
nego dzisiaj. Niemniej jednak do wykrycia dyspersji potrzebujemy
bardziej kompletnych danych obserwacyjnych z powierzchni ostat-
niego rozproszenia, w szczególności potrzebna jest znajomość dwóch
dynamicznych wielkości — np. pola gęstości i pola prędkości materii
— czego nie można zrekonstruować z samej tylko temperatury. Ze
względu na związki zjawisk dyspersyjnych z geometrią wszechświata
rozróżnienie fal biegnących od zaburzeń stacjonarnych może mieć
znaczenie dla interpretacji widma fluktuacji temperatury mikrofalo-
wego promieniowania tła.
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